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Avant-propos

Ce cours d’algebre s’adresse aux étudiants préparant le Capes de mathéma-
tiques. C’est le deuxieme volume d’une série qui en comporte 3, le premier volume
étant consacré a ’analyse et le troisieme a la théorie des probabilités. Il ne s’agit
pas de manuels de « méthodes » ou 'on sacrifie la notion de rigueur qui est 1’es-
sence méme des mathématiques. Les notions étudiées le sont de fagon rigoureuse
en démontrant tous (ou presque) les résultats énoncés. Chaque chapitre se termine
par une série d’exercices tous corrigés en détails. C’est ce type d’exercices qu’il est
utile de savoir faire avant de travailler sur des épreuves écrites du concours.

Ce deuxieéme volume est consacré aux notions d’algebre habituellement ensei-
gnées en premiére et deux année de licence (L1 et L2), & savoir 'étude de quelques
notions de logique et de théorie des ensembles, des structures de groupe, d’an-
neaux et de corps, en se concentrant sur ’anneau des entiers relatifs, le corps des
nombres complexes, 'anneau des polyndmes a coefficients réels ou complexes et les
principales notions d’algebre linéaire et bilinéaire avec la réduction des endomor-
phismes et des formes quadratiques. On s’intéresse également a quelques notions
d’arithmétique. Le dernier chapitre est consacré a quelques épreuves d’algebre et
de géométrie du Capes, le niveau d’exigence pour cette épreuve ne dépassant pas
le niveau de connaissance acquis en premiere et deuxieme année d’ université ou de
classe préparatoire aux grandes écoles. Pour les notions de géométrie utiles dans
certains problemes de Capes, on se reportera a ’excellent livre de Dany Jacque
Mercier : Cours de géométrie, préparation au CAPES et a ’agrégation. Les pro-
blemes de Capes étant souvent trop longs pour étre traités en cing heures, a titre
d’entrainement, on peut se contenter de travailler sur les deux premieres parties
d’un probléme, la suite du probleme pouvant étre étudiée par la suite a titre d’ap-
profondissement. Nous espérons que ce travail sera utile aux candidats au Capes.

Les éleves en classes préparatoires aux grandes écoles pourront aussi tirer profit
de cet ouvrage.

Pour conclure, nous tenons a remercier les éditions De Boeck et en particulier
Alain Luguet pour la confiance qu’ils nous accordent en publiant ce travail.






Chapitre 1

Eléments de logique
et de théorie des ensembles

Pour les exemples et exercices traités dans ce chapitre les ensembles usuels de
nombres entiers, rationnels réels et complexes sont supposés connus, au moins de
manieére intuitive comme cela se passe au Lycée.

1.1 Quelques notions de logique

Nous allons préciser a un premier niveau quelques notions mathématiques qui
sont relativement intuitives mais nécessitent quand méme des définitions rigou-
reuses. L’idée étant de préciser schématiquement comment se présente une théorie
mathématique ainsi que la notion essentielle de démonstration.

La premiere notion est celle d’assertion. De maniere intuitive, une assertion est
un énoncé mathématique aussi rigoureux que possible qui ne peut prendre que
deux valeurs de vérité a savoir « vrai » ou « faux » mais jamais entre les deux
comme dans le langage courant.

Une assertion qui est toujours vraie est une tautologie.

Par exemple les énoncés suivants sont des assertions : 2 < 15 (elle est vraie),
V/2 est un nombre rationnel (elle est fausse), cos(nm) = (—1)" (vraie), ...

Deux assertions sont dites logiquement équivalentes, ou plus simplement équi-
valentes, si elles sont toutes deux vraies ou toutes deux fausses.

Il y a ensuite les énoncés qui se démontrent. Pour ce faire, on se donne des
reégles précises (que nous verrons par la pratique) qui permettent de construire de
nouvelles assertions a partir d’assertions données.

Il ne faut pas croire que dans une théorie donnée toute assertion P soit obliga-
toirement démontrable. En 1931 Kurt Godel a démontré qu’il y a des assertions
non démontrables (on dit aussi qu’elles sont indécidables) : il n’est pas possible de
démontrer que P est vraie ni que P est fausse.

A la base de toute théorie mathématique, on dispose d’un petit nombre d’as-
sertions qui sont supposés vraies a priori (c’est-a-dire avant toute expérience) et
que 'on nomme axiomes ou postulats. Ces axiomes sont élaborés par abstraction
a partir de l'intuition et ne sont pas déduits d’autres relations.
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Par exemple, la géométrie euclidienne est basée sur une quinzaine d’axiomes.
L’un de ces axiomes est le postulat numéro 15 qui affirme que par un point donné
passe une et une seule droite parallele a une droite donnée.

Une autre exemple important est donné par la construction de I’ensemble noté
N des entiers naturels. Cette construction peut se faire en utilisant les axiomes de
Peano suivants :

— 0 est un entier naturel ;

— tout entier naturel n a un unique successeur noté n + 1;

— deux entiers naturels ayant méme successeur sont égaux;

— une partie P de N qui contient 0 et telle que si n est dans P alors le successeur

de n y est aussi, est égale a N (axiome de récurrence).

Nous reviendrons au paragraphe 1.6 sur 'ensemble N en partant sur une autre
base.

La théorie des ensemble est basée sur le systéeme d’axiomes de Zermelo-Frankel.

La notion de définition nous permet de décrire un objet ou une situation précise
a l'aide du langage courant.

Les énoncés qui se démontrent sont classés en fonction de leur importance dans
une théorie comme suit :

— un théoréme est une assertion vraie déduite d’autres assertions, il s’agit en
général d’un résultat important a retenir ;

— un lemme est un résultat préliminaire utilisé pour démontrer un théoréme ;

— un corollaire est une conséquence importante d’un théoreme ;

— une proposition est de maniere générale un résultat auquel on peut attribuer

la valeur vraie ou fausse sans ambiguité.

Pour rédiger un énoncé mathématique, on utilise le langage courant et les objets
manipulés sont représentés en général par des lettres de 'alphabet latin ou grec.
Usuellement, on utilise :

— les lettres minuscules a, b, ¢, - - - pour des objets fixés;
— les lettres minuscules x,y, z,t, - -+ pour des objets inconnus a déterminer ;
— les lettres majuscules E, F, G, H,--- pour des ensembles;

— des lettres de lalphabet grecques minuscules ou majuscules «, f,¢,9, -
AT, Q,- -

1.2 Les connecteurs logiques de base

L’élaboration de nouvelles assertions a partir d’autres se fait en utilisant les
connecteurs logiques de négation, de conjonction, de disjonction, d’implication et
d’équivalence définis comme suit, ou P et () désignent des assertions.

— La négation de P, notée "P, ou non P ou P, est I’assertion qui est vraie si
P est fausse et fausse si P est vraie. Par exemple la négation de l'assertion :
« x est strictement positif » est « x est négatif ou nul ». En théorie des
ensembles on admet qu’il n’existe pas d’assertion P telle que P et P soient
toutes deux vraies. On dit que cette théorie est non contradictoire.
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— La conjonction de P et @, notée P A Q (lire P et @), est 'assertion qui est
vraie uniquement si P et ) sont toutes deux vraies (et donc fausse dans les
trois autres cas). Par exemple P A P est toujours faux (on se place dans des
théories non contradictoires).

— La disjonction de P et @, notée PV @ (lire P ou @), est 'assertion qui est
vraie uniquement si 'une des deux assertions P ou @) est vraie (donc fausse
si P et @ sont toutes deux fausses). Par exemple PV P est toujours vraie
(c’est une tautologie). Il faut remarquer que le « ou » pour « ou bien » est
inclusif, c¢’est-a-dire que P et Q peuvent étre toutes deux vrais dans le cas
ou PV @ est vraie. On peut aussi introduire le « ou exclusif », noté W,
qui est vrai uniquement lorsque 'une des deux assertions, mais pas les deux
simultanément, est vraie.

— L’implication, notée P — @, est I'assertion qui est fausse uniquement si P est
vraie et ) fausse (donc vraie dans les trois autres cas). On peut remarquer
que si P est fausse, alors P — @ est vraie indépendamment de la valeur de
vérité de (). L’implication est a la base du raisonnement mathématique. En
partant d’une assertion P (ou de plusieurs), une démonstration aboutit a un
résultat Q. Si cette démonstration est faite sans erreur, alors P — @ est vraie
et on notera P = ( (ce qui signifie que si P est vraie, alors @ est vraie).
Dans ce cas, on dit que P est une condition suffisante et ) une condition
nécessaire. On peut remarquer que 'implication est transitive, c’est-a-dire
que si P implique @ et @ implique R, alors P implique R.

— L’équivalence de P et @, notée P <> @), est I'assertion qui est vraie unique-
ment si P — @ et Q — P sont toutes deux vraies. Dans le cas ou P +> @ est
vraie on dit que P est ) sont équivalentes et on note P < @ (ce qui signifie
que P et @ sont, soit toutes deux vraies, soit toutes deux fausses). Dans ce
cas, on dit que () est une condition nécessaire et suffisante de P.

On peut résumer ce qui précede, en utilisant la table de vérité suivante :

' PlQ|P|[PAQ|PVQ|P—=Q|P+Q|
VIVIF Vv Vv vV Vv
VIF|F F Vv F F
FlVv]Vv F Vv vV F
F|F|V F F vV vV

Les tables de vérité peuvent étre utilisées pour faire certaines démonstrations.
Deux assertions qui ont méme table de vérité sont équivalentes.
Avec le théoréme qui suit, on résume quelques regles de calcul.

Théoréme 1.1.
Soient P,Q, R des propositions. On a les équivalences :

1. commutativité :

(PAQ) = (QAP) et (PVQ) & (QVP)
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2. associativité
(PAN(QAR) < (PANQ)AR) et (PV(QVR)< (PVQ)VR)

3. distributivité :

4. mégations :

(P)e @), PAQ) = PVQ), PVQ) = (PAQ)

(P=Q) & (Q—P), (P->Q) < (PVQ), (P->Q)= (PAQ)

Preuve. On utilise les tables de vérité (exercice laissé au lecteur). O
Les équivalences (P A Q) & (P \Y Q) et (P \Y Q) & (P A Q) sont appelées lois

de Morgan.

1.3 Quelques méthodes de raisonnement

En général I’énoncé d’une proposition a démontrer est formé d’une ou plusieurs
hypotheses qui constituent 'assertion H et d’'une ou plusieurs conclusions qui

constituent l'assertion C. Il s’agit donc de montrer I'implication H = C. Si de

plus, on peut montrer que C' = H, on dira alors que la réciproque de la proposition

est vraie. Les idées de base que 'on peut utiliser sont les suivantes.

— Une assertion peut toujours étre remplacée par n’importe quelle assertion
qui lui est équivalente.

— On peut effectuer une démonstration directe, c’est-a-dire de déduire logique-
ment C' de H.

— L’implication étant transitive, on peut essayer de montrer que C' = C’ sa-
chant par ailleurs que C' = H.

— Dans le cas ou une démonstration directe semble difficile, on peut essayer
une démonstration par labsurde qui consiste & étudier I'assertion H A C
équivalente & H — C' et on montre qu’on aboutit a une impossibilité si cette
derniére assertion est vraie (pratiquement, on suppose que la conclusion est
fausse avec les hypothéses et on aboutit & une absurdité). Il en résulte alors
que H — C est fausse, c’est-a-dire que H — C' est vraie, soit H = C.

— On peut aussi essayer de montrer la contraposée C' = H puisque les impli-
cations H — C et C' — H sont équivalentes.

— La démonstration par contre-exemple permet de montrer qu'une implication
H — C, ou H est C sont des propriétés portant sur des variables x, est
fausse. Pour ce faire on cherche une ou des valeurs de z pour lesquels H ()
est vraie et C' (z) est fausse.
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— La démonstration par récurrence permet de montrer qu’'une propriété por-
tant sur des entiers naturels est toujours vraie. Cette méthode de démons-
tration est décrite au paragraphe 1.6, ou elle apparait comme un théoreme
basé sur le fait que ’ensemble des entiers naturels est bien ordonné. Si on
accepte 'axiome de Péano, le principe de récurrence en est une conséquence
immédiate.

1.4 Notions de base sur les ensembles. Quantifi-
cateurs

Nous nous contenterons d’une définition intuitive de la notion d’ensemble.

Un ensemble est une collection d’objets possédant des propriétés communes,
ces objets sont les éléments de 'ensemble. On admet I'existence d’un ensemble qui
ne contient aucun élément. Cet ensemble est noté () et on dit que c’est 'ensemble
vide.

On utilisera les notations suivantes, pour les ensembles de nombres usuels :

— N est ’ensemble des entiers naturels;
— Z est 'ensemble des entiers relatifs;

— @Q est 'ensemble des nombres rationnels
— R est 'ensemble des nombres réels ;

— C est I'ensemble des nombres complexes.

Nous serons souvent amenés a décrire un ensemble en précisant les propriétés
que doivent vérifier tous ses éléments, ce que nous noterons de la fagon suivante :

E = {description des propriétés des éléments de E'}

(on dit que l'ensemble E est défini en compréhension).

Cette notion d’ensemble défini en compréhension peut conduire a des paradoxes
liés au probleme de « ’ensemble de tous les ensembles », mais & un premier niveau,
on se contente de ce point de vue intuitif. Une étude approfondie de la théorie des
ensembles peut mener assez loin. Le lecteur intéressé peut consulter le volume de
Bourbaki sur les ensembles, ou tout autre ouvrage spécialisé.

On peut aussi décrire un ensemble en donnant la liste finie ou infinie de tous
ces éléments, quand cela est possible, ce qui se note E = {x1,xq,- - ,x,} s'il s’agit
d’un ensemble fini ou F = {xy, 29, -+ , 2y, - } il s’agit d’un ensemble infini pour
lequel on peut numéroter les éléments (un tel ensemble est dit dénombrable). On
dit alors que ’ensemble E est défini en extension.

Un singleton est un ensemble qui ne contient qu’un élément, soit £ = {a}.

Si n, m sont deux entiers relatifs, I’ensemble des entiers relatifs compris entre n

et m sera noté {n,--- ,m}. Dans le cas o m < n, il ne peut y avoir d’entiers entre
n et m et cet ensemble est tout simplement I’ensemble vide. Dans le cas o n = m,
cet ensemble est le singleton {n}. Pour n < m, on notera aussi {n,n +1,--- ,m}

cet ensemble.

Si F est un ensemble, on notera alors a € E pour signifier que a est un élément
de E, ce qui se lit « a appartient a E ». La négation de cette assertion est « a
n’appartient pas & E » et se notera a ¢ F.
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Pour signifier qu'un ensemble F' est contenu dans un ensemble F, ce qui signifie
que tout élément de I est dans F, nous noterons F' C E qui se lit « I’ est contenu
dans F ». On peut écrire de maniére équivalent que £ D F pour dire que FE
contient F. La négation de cette assertion est notée F' ¢ F.

Deux ensembles E et F' sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes éléments,
ce qui se traduit par E C F et F C E.

On admet que si F est un ensemble, il existe un ensemble dont tous les éléments
sont formés de tous les sous-ensembles (ou parties) de E. On note P (E) cet en-
semble et on dit que c’est 'ensemble des parties de E. Ainsi F' C E est équivalent
a F € P(E). L’ensemble vide et E sont des éléments de P (E).

Par exemple pour E = {1,2,3}, 0on a :

P(E) ={0,{1} {2}, {3} ,{1,2},{1,3},{2,3} ,{1,2,3}}

Pour décrire des ensembles, ou faire des raisonnements, nous utiliseront les deux
quantificateurs suivants.

— Le quantificateur universel « quel que soit » ou « pour tout » noté V utilisé
pour signifier que tout élément = d’un ensemble E vérifie une propriété P (x),
la syntaxe étant :

(Vz € E) (P(x)) (1.1)

— Le quantificateur existentiel « il existe » noté 3 pour signifier qu’il existe au
moins un élément x de E vérifiant la propriété P (), la syntaxe étant :

Gz e E) | (P(x)) (1.2)

Pour signifier qu’il existe un et un seul z dans E vérifiant la propriété P (z),
on utilisera la syntaxe (3lz € E) | (P (x)).

La négation de l'assertion 1.1 est (3z € E) | (P (x)) en utilisant le symbole |

qui se lit « tel que » utilisé pour traduire le fait que x est tel que la propriété P (x)
est vérifiée et la négation de 1.2 est (Vo € E) (P (m)) .

Nous verrons qu’il n’est pas toujours facile de traduire la négation d’une asser-
tion en utilisant les quantificateurs. Par exemple pour traduire le fait qu’une suite
(tn), ey de nombres réels est convergente vers un réel £ nous écrirons :

(I eR)| (Ve >0, Ing € N|Vn >ng, |u, —{] <¢)

ce qui signifie qu’il existe un réel ¢ tel que quel que soit la précision £ > 0 que 'on
choisisse 'écart entre wu, et £ (soit |u, — £]) est inférieur & € a partir d'un certain
rang ng. La négation de cette assertion s’écrit :

(VeR), (Fe>0,VnpeN, In>ng| |u, — ¥ >¢)

En utilisant les quantificateurs, il faudra faire attention a ’ordre d’apparition de
ces derniers. Par exemple les assertions suivantes, ou f est une fonction a valeurs
réelles définie sur un ensemble F :

Vee E,3IM >0]| f(z) <M
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AM >0|Ve € E, f(z) <M

ne sont pas équivalentes. La premieére assertion signifie que pour tout élément x
de E il existe un réel M > 0 qui dépend a priori de z (il faudrait donc le noter
M (x)) tel que f(z) < M (par exemple M (x) = f(x) + 1 convient), alors que
la seconde signifie qu’il existe un réel M > 0, indépendant de x dans E, tel que
f(z) < M, ce qui n’est pas la méme chose.

1.5 Les symboles Z et H

Si n est un entier naturel non nul et xq, 22, -+ , x, des entiers, rationnels, réels
ou complexes, on notera :

sz:xl +xo+ -+ ax, et H:ck:z1~x2-~-~-:1:n
k=1 k=1
la somme et le prodgit des a:;% . Dans unne telle snomme ou produit I'indice est muet,
ce qui signifie que Za:k = Zazl et ka = sz
La manipulation_d’un pfoduit de réels st'r:ictement positifs se ramene a une

n
somme en utilisant la fonction logarithme In ( 11 mk> = Z In (xg) .

On peut également effectuer des changements d’indice. Par exemple, en posant
n+1 n+1

i=k+1, omaka—Zﬂcz 1—Z$k 1

On peut aJouter ou multlpher de telles sommes (ou produits). Par exemple, on

) ZwarZyk ;xk‘f'yk )\Zaﬁk émk
() () - (35) () - 2 o

1<j<n
1<k<m

Pour vérifier ce dernier résultat, on écrit que :

() ) o)
mléykﬁ- +xn2yk _;xj <Zyk>

1<j<n
1<k<m
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1.6 Les théoréemes de récurrence

On désigne par N I’ensemble des entiers naturels, soit N = {0,1,2,--- ,n,---}.
La construction de cet ensemble avec les opérations usuelles d’addition et de mul-
tiplication est admise. On note N* I’ensemble N privé de 0.

Notre point de départ est 'axiome du bon ordre suivant : toute partie non vide
de N admet un plus petit élément, ce qui signifie que si A est une partie non vide
de N, il existe alors un entier m € N tel que m < n pour tout n € A. De cet axiome
du bon ordre, on déduit les deux théoremes fondamentaux qui suivent. Le premier
résultat est souvent appelé théoreme de récurrence faible et le second théoreme de
récurrence forte.

Théoréme 1.2.

Soient ng € N et P (n) une propriété portant sur les entiers n > ng. La
propriété P (n) est vraie pour tout entier n > ng si, et seulement si :
(2) P (no) est vraie;

(i7) pour tout n > ng si P (n) est vrai alors P (n+ 1) est vraie.

Preuve. La condition nécessaire est évidente. En supposant les conditions (i) et
(i) vérifiées, on note A I’ensemble des entiers n > ng pour lesquels P (n) est faux.
Si A est non vide, il admet alors un plus petit élément n > ng (puisque P (ng) est
vraie). Mais alors P (n — 1) est vraie ce qui implique, d’aprés (i7), que P (n) est
vraie, soit une contradiction. En définitive A est vide et la propriété est vraie pour
tout entier n > ng. O

Théoréme 1.3.

Soient ng € N et P (n) une propriété portant sur les entiers n > ng. La
propriété P (n) est vraie pour tout entier n > ng si, et seulement i :
(7) P (no) est vraie;

(#3) pour tout n > ng si P (k) est vrai pour tout entier k compris entre ng et
n, alors P (n+ 1) est vraie.

Preuve. La condition nécessaire est évidente. En supposant les conditions (7) et
(44) vérifiées, on note A ’ensemble des entiers n > ng pour lesquels P (n) est faux.
Si A est non vide, il admet alors un plus petit élément n > ng et P (k) est vraie
pour tout k compris entre ng et n— 1, ce qui implique que P (n) est vraie, soit une
contradiction. En définitive A est vide et la propriété est vraie pour tout entier
n > ng. O

Le théoréme de récurrence nous permet de définir la fonction factorielle sur
I’ensemble des entiers naturels de la facon suivante :

0l=1
VneN, (n+1)=(n+1)n!
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De maniere plus générale, c’est le théoreme de récurrence qui nous assure de
Pexistence et de I'unicité d’une suite (réelle ou complexe) définie par :

uo est donné
Vin € N, Un+1 = f (un)

ou f est une fonction définie sur un ensemble I et a valeurs dans le méme ensemble
I. Une telle suite est dite définie par une relation de récurrence (d’ordre 1). Une
telle suite peut aussi se définir en donnant les premiéres valeurs ug, u1,- - ,u, et
une relation u,1 = f (un, e ,un_(p_l)) pour n > p — 1. Une telle suite est dite
définie par une relation de récurrence d’ordre p.

1.7 L’algebre des parties d’un ensemble

Nous allons définir sur I'ensemble P (F) des parties d’un ensemble E des opéra-
tions qui vont traduire les idées intuitives de partie complémentaire, d’intersection
et de réunion.

L’ensemble F étant donné et A, B, C, - -- désignant des parties de E' (donc des
éléments de P (E)), on définit les ensembles suivant.

— le complémentaire de A dans E est 'ensemble noté CrpA, ou E'\ A (lire ¥
moins A) ou A des éléments de E qui ne sont pas dans A, ce qui peut se
traduire par : B

(red)e (zeE)A(x ¢ A)
ou encore par A={z € E |z ¢ A}.

— L’intersection de A et B, notée AN B, est I’ensemble des éléments de F qui

sont dans A et dans B, soit :

(x€e ANB) & ((r € A) A (z € B))
ouencore ANB={z € E|rec Aetxec B}.Si ANB = (), on dit alors que
A et B sont disjointes. Par exemple A et A sont disjointes.

— La réunion de A et B, notée AU B, est ’ensemble des éléments de F qui
sont soit dans A, soit dans B (éventuellement dans A et B) soit :

(x€e AUB) & ((r€ A)V (z € B))

ouencore AUB={zxe€ E|z€Aouxe€ B}.

— La différence de A et B, notée A\ B, est ’ensemble des éléments de E qui
sont dans A et qui ne sont pas dans B, soit :

(xe A\B)< ((x € A)A (x ¢ B))

ouencore A\B={z € A|z¢ B}. Ainsi A=E\ A.

— La différence symétrique de A et B, notée AAB, est I’ensemble des éléments
de E qui sont soit dans A et pas dans B soit dans B et pas dans A (c’est-a-
dire dans A ou exclusif dans B), soit :

(xe AAB) & ((x € A)AN(x ¢ B))V((x € B)A (z ¢ A))
Par exemple, on a AA(Q = A, AAE = A.
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Ces opérateurs de complémentarité, intersection, réunion et différence symé-
trique sont décrits a l'aide des connecteurs logiques non de négation, A de conjonc-
tion, V de disjonction et W de disjonction exclusive.

Avec le théoréme qui suit, on résume les résultats essentiels relatifs a ces opé-
rateurs ensemblistes.

Théoréeme 1.4.
Soient E un ensemble et A, B,C,--- des sous-ensembles de E. On a :
commutativité : ANB=BNA, AUB=BUA, AAB = BAA;

2. associativité :

~

AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC
AA (BAC) = (AAB) AC
3. distributivité :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AN (BAC)=(ANB)A(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)

4. différence symétrique : AAA =0, AAB=(A\B)U(B\ 4),
AAB=(ANB)U(BNA), AAB=(AUB)\ (ANB);

A (AcB)& (BCcA), ANB=AUB,

5. négations : A
N

AUB=ANB.

Preuve. Laissée au lecteur. (I

On notera I’analogie entre ce théoréeme et le théoreéme 1.1 sur les regles de calculs
avec les connecteurs logiques.

La propriété d’associativité de I'intersection et de la réunion nous permet d’écrire
ANBNC et AUBUC l'intersection et la réunion de trois ensembles sans se sou-
cier de parenthéses. De maniére plus générale, grace a cette associativité, on peut
définir 'intersection ou la réunion de n sous-ensembles Aq, Ay, -+ , A, de E par :

(xeAinNAsn---NA)) S (xeA)AN(z €AY N Nz € A))
et :
(xeAjUAU---UA,) & ((zeA)V(zeA)V---V(zeA))
De fagon condensée, on écrira (Ay), <k<n une telle famille de sous ensembles de

n n
E, ﬂ A = A1NAsN---NA, lintersection et U A = AJUASU---UA, la réunion.

k=1 k=1
n n

On vérifie facilement que B\ () Ax = |J (E\ 4x), E\ [ JAr = [ (E\ Ag) et

k=1 k=1 k=1 k=1

n n
que pour tout entier j compris entre 1 et n, on a mAk CAjC UAk‘
k=1 k=1



Applications. Notions d’injectivité, surjectivité et bijectivité 11

Définition 1.1. On dit qu'une famille (Ay), <;<,, de parties d’un ensemble
E forme une partition de E, si les Ay sont deux d deux disjoints, c’est-a-
dire que Ay N A; = 0 pour 1 < k # j < n et de réunion égale d E, soit

Un—r
(=1l

Dans le cas ou (A1, Az) forme une partition de E, on a nécessairement As = A;.
La notion de produit cartésien de deux ensembles sera tres souvent utilisée. Elle
correspond a l'idée de couples et se généralise pour aboutir a la notion de liste.

Définition 1.2. Etant donné deuz ensembles E et F, on appelle produit
cartésien de E par F l’ensemble EXF des couples (x,y) formés d’un élément
x de E et d’un élément y de F.

Il est & noter que les couples sont ordonnés, c’est-a-dire que (z,y) = (y,z) EXF
si, et seulement si, z = y. De maniére plus générale, on a (z,y) = (z/,y’) dans
E x F si, et seulement si, z = 2’ et y = /.

Dans le cas ot F' = E, on note E? pour E x E.

On peut itérer le procédé et définir le produit cartésien Ey X Ey X --- X E,, de n
ensembles comme ’ensemble des listes (ordonnées) (z1, o, - ,x,) formées d'un
élément 1 de 4 suivi d’un élément x5 de Fs, - - -, suivi d’un élément x,, de F,,.

n
On notera de fagon condensé HEk =F x---x E,.

k=1
La encore, on a (z1, T2, ,2pn) = (2], 24, -+ ,a}) dans E x F si, et seulement

si, x, = @}, pour tout k compris entre 1 et n.
Dans le cas ou tous les Ej sont égaux a un méme ensemble F, on notera E™

pour E X E x --- x E (n fois).

1.8 Applications. Notions d’injectivité, surjecti-
vité et bijectivité

Les notations F, F, G désignent des ensembles.

Définition 1.3. On appelle application, ou fonction, de E dans F (ou de
E wvers F') toute partie T' du produit cartésien E x F telle que :

Vee E, lye F|(z,y) el

En notant f une application de E dans F' (c’est en réalité le triplet (E, F, T") avec
la propriété énoncée ci-dessus), on note pour tout € E, f (x) 'unique élément
de F' tel que (z, f (z)) € ' et on dit que f (z) est I'image de x par f et x est un
antécédent de y par f. Un antécédent de y par f n’est pas unique a priori. On dit
aussi que E est I'ensemble de départ (ou I’ensemble de définition), F' ’ensemble
d’arrivée et I' le graphe de I'application f.
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Deux applications f et g sont égales si, et seulement si, elles ont méme ensemble
de départ E, méme ensemble d’arrivée F' et méme graphe I', c’est-a-dire que :

Ve e E, g(z)=f(z)

On a tout simplement précisé 1'idée d'un procédé qui associe a tout élément de
F un unique élément de F. On note :

f+ E — F
z — f(z)

une telle application (ou fonction). On utilisera aussi les notation f : F — F ou
fraw f(x).

Nous ne faisons pas la distinction ici entre fonction et application. Usuellement,
on distingue ces notions en disant qu’une fonction de E dans F toute partie I' du
produit cartésien E' x F' telle que pour tout élément x de F, il existe au plus un
élément y de F' tel que (z,y) € I'. Le sous-ensemble D de E pour lequel il existe
un unique élément y de F tel que (x,y) € T est appelé 'ensemble de définition de
la fonction. Une application est donc une fonction pour laquelle tout élément de
I’ensemble de départ E a une image dans F.

On note F (E, F) ou F¥ I'ensemble de toutes les applications de E dans F (la
deuxiéme notation sera justifiée plus loin).

L’application qui associe a tout x d'un ensemble E le méme z est 'application
identique notée Idg, ou Id si I'ensemble E est fixé.

Si f est une fonction de E dans F' et D un sous-ensemble non vide de F, on
définit une application g de D dans F' en posant :

Ve eD, g(z)=f(x)

et on dit que g est la restriction de f a D, ce qui se note g = f|p.

Définition 1.4. Soit f une application de E dans F. Pour toute partie A
de E, Uimage de A par f est le sous ensemble de F noté f (A) et défini
par f (A) = {f (z) | x € A}. Pour toute partie B de F, l’image réciproque
de B par f est le sous ensemble de E noté f=1 (B) et défini par f~*(B) =
{reF|f(z)e€ B}.

On a donc, pour tout y € F':

(yef(A)e@GreAly=[(z)
et pour tout x € F :
(cef(B) & (f() € B)
L’ensemble f (E) est appelé I'image de f.

Exemple 1.1 Ona f(0) =0, f ({z}) = {f (2)} pour tout x € E, f~1(0) =0 et
FU(F) = E.
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Pour tout y € F, f~!{y} est 'ensemble des z € E tels que f (z) = y et cet
ensemble peut étre vide ou formé de un ou plusieurs éléments. En fait f~! {y} est
Pensemble des solutions dans E de 'équation f (z) =y, ol y est donné dans F' et
x 'inconnue dans E. Cette équation peut avoir 0 ou plusieurs solutions.

On vérifie facilement le résultat suivant.

Théoréme 1.5.

Soit f une application de E dans F. Pour toutes parties A, B de E et
C,D de F, ona :

1. AcB= f(A)C f(B)

2. f(AUB) = f(A)Uf(B)
3.f(AmB)cf(A)m (B)

4. Cc D= f71(C)c f1(D)
5. f~Y(CuD)=ftC)uftD
6. f~ 1(CﬁD) fFreyn (o
7. §71(€) = F1(C)

Preuve. Vérification immédiate. Par exemple, pour le point 2, on peut écrire que
y est dans f (A U B) si, et seulement si, il existe @ dans AUDB tel que y = f (), ce
qui implique que y € f (A) dansle casoux € Aouy € f(B) dans le cas ou z € B,
soit y € f(A)U f (B) dans tous les cas. Réciproquement si y € f(A)U f(B), il
est dans f(A) ou f(B) et s’écrit donc y = f(x) avec x dans A ou B, ce qui
signifie que y € f (AU B). On a donc les inclusions f (AU B) C f(A) U f(B) et
f(A)U f(B) C f(AUB), c’est-a-dire I'égalité souhaitée.

Pour le point 3, on a seulement une inclusion. Dire que y € f (A N B) équivaut a
dire qu'il existe x € ANB tel que y = f (x) et y € f (A)N f (B). Réciproquement,
siye f(A)N f(B), il existe 1 € A et xo € B tels que y = f (z1) = f(x2) et, a
priori, il n’y a aucune raison pour que r; = xs. O

On dispose d’'une opération importante sur les fonctions, c’est la composition
des fonctions qui permet de construire de nouvelles fonctions a partir de fonctions
données.

Définition 1.5.Soient f une application de E dans F et g une application
de F' dans G. La composée de f par g est la fonction de E dans G notée
go f et définie par :

Vx € E, go f(x) =g (f(z))

Ce qui peut se schématiser par :

E L F 5% ¢

r o= f(x) = g(f(2))

On remarquera que f o g n’est pas définie a priori (dans la situation de la
définition).
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Dans le cas ou f est définie de E dans F et g de F' dans E, on peut définir les
applications fog (de F dans F) et go f (de E dans F) et il n’y a aucune raison
pour que ces applications soient égales, méme dans le cas ou F' = FE.

Dans le cas ou E = F, on dit que les applications f et g (définies de E dans FE)
commutent, si fog=go f.

On vérifie facilement que la loi de composition est associative, c’est-a-dire que
fo(goh)=1(fog)oh, quand toutes ces composées ont un sens. Cette propriété
d’associativité permet de définir la composée de n applications f; o foo---0 f,
sans se soucier de parentheses.

Si f est une application de E dans E, on peut définir la suite de ses itérées par
la relation de récurrence suivante :

{flzf
Vn e N*, frtl = fnof

On convient que f% = Idg. On vérifie facilement que fP o f¢ = f9o0 fP = fptd
pour tous entiers naturels p, g.
Les notions suivantes d’injectivité et de surjectivité sont aussi tres importantes.

Définition 1.6. Soient E,F deuxr ensembles et f une application de E
dans F. On dit que f est :

1. injective (ou que c’est une injection) si deux éléments distincts de E on
deux tmages distinctes dans F, soit :

x1 # x9 dans E = [ (x1) # f (z2) dans E (1.3)

2. surjective (ou que c’est une surjection) si tout élément de F' a au moins
un antécédent dans E, soit :

YyeF, dIxe E|y=f(x)

3. bijective (ou que c’est une bijection) si elle est a la fois injective ou
surjective.

Une injection peut aussi se caractériser en disant que tout élément de y a au
plus un antécédent par f, encore équivalent a dire que pour tout y € F' I’équation
y = f(z) a au plus une solution z dans F, ce qui revient & dire que si 21 et x2
sont deux éléments de E tels que f (z1) = f (22), alors x1 = x2 (contraposée de
(1.3)).

Une surjection peut se caractériser en disant que pour tout y € F ’équation
y = f (x) a au moins une solution x dans E, encore équivalent & dire que f (E) = F.

Si f est une surjection de F dans F, on dit parfois que f est une surjection de
E sur (pour surjection) F.

Une bijection peut se caractériser en disant que tout élément de y a un unique
antécédent par f, encore équivalent a dire que pour que pour tout y € F' I’équation
y = f (z) a une et une seule solution = dans F, ce qui permet de définir I’application
réciproque de f, notée f~', de F dans E par :

(yeFetz=f"(y) < (xeEety=f(z))
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Cette application f~! est une bijection de F dans E. L’application f o f~!
est alors l'application identité y — vy de F dans F et Papplication f~' o f est
lapplication identité z — = de E dans FE, ce qui se note fo f~' = Idp et
f_l o f = Idg.

Définition 1.7.0n appelle permutation d’un ensemble E toute bijection de
E dans lui méme.

On note en général & (E) l'ensemble des permutations de E.

Exemple 1.2 L’application x — x2 est surjective de R dans RT, mais non injec-
tive. Elle bijective de RT dans RT.

Dans le cas ou f est une application de F dans F), on a noté pour toute partie B
de F, f~! (B) I'image réciproque de B par f, sans aucune hypothese de bijectivité
pour f. Dans le cas ol f est bijective, f~! (B) est aussi 'image directe de B par
f~!, mais dans le cas général, il faut bien prendre garde, malgré la notation, que
f n’a aucune raison d’étre bijective. Il faudrait en réalité utiliser un autre symbole
que f~1 (par exemple f* (B), (=1 (B), ou f¢9¥ (f)), mais nous préferons utiliser
la notation f~! (B) rencontrée le plus souvent. Si I'on sait de quoi I'on parle il n’y
a pas de véritable probléeme, il s’agit seulement d’une notation.

On vérifie facilement le résultat suivant.

Théoréme 1.6.

Soient E, F,G des ensembles, f une application de E dans F et g une
application de F dans G.

1. Si f et g sont injectives, alors g o [ est injective (la composée de deux
injections est une injection).

2. Si f et g sont surjectives, alors go [ est surjective (la composée de deux
surjections est une surjection).

3. Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective (la composée de deux
injections est une bijection) et (go f) ™" = flog L.

Preuve.

1. Supposons f et g injectives. Sigof (x1) = gof (x2),alors g (f (1)) = g (f (z2)),
donc f(x1) = f (z2) puisque g est injective et x1 = xo puisque f est injective.

2. Supposons f et g surjectives. Pour tout z € G, il existe y € F tel que z = g (y)
puisque g est surjective et y € F s’écrit y = f (x) avec x € F puisque [ est
surjective. On a donc z = g o f (x1) avec x € E. L’application g o f est donc
surjective. De maniere plus compacte, on peut écrire que :

(go /) (E)=g(f(E) =9g(F)=G.

3. Les deux premiers points nous disent que g o f est bijective si f et g le sont.
Puis avec (f_1 og_l) ogof=floldpof=f"1of=Idg, on déduit que
f~tog ! est I'inverse de g o f.

O
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Le résultat qui suit peut parfois étre utile pour montrer 'injectivité, la surjec-
tivité ou la bijectivité d’une application.

Théoréme 1.7.

Soient E, F deux ensembles et f une application de E dans F.

1. Sil existe une application g de F dans E telle que go f = Idg, alors f
est injective.

2. S’il existe une application h de F' dans E telle que foh = Idp, alors f
est surjective.

3. S’il existe deux applications g et h de F' dans E telles que go f = Idg
et foh = Idp, alors f est bijective et g =h = f~1.

Preuve.

1. Si z,2’ dans F sont tels que f (x) = f (2), alors x = go f () = go f (¢') = 2/
et f est injective.

2. Pour tout y € F,onay = (foh)(y) = f(h(y)) avec x = h(y) € E, donc f
est surjective.

3. Les deux premiers points nous disent que f est bijective et de go f = Idg, on

déduit que f71 = (go f) o f71 = g. De méme h = gfl.

O

1.9 Relations d’ordre et d’équivalence

On se donne un ensemble non vide E et une propriété P sur les éléments (x,y)
de E?. On dit que = et y dans E sont en relation, ce que I'on notera xRy, si le
couple (z,y) vérifie la propriété P. On dit que R est une relation sur E.

Définition 1.8. On dit que R est une relation d’ordre sur E, si elle vérifie
les propriétés suivantes :
— réflexivité : pour tout x € E, on a xRy ;
— anti-symétrie : si x,y dans E sont tels que xRy et yRx, on a alors
r=Y;

— transitivité : si x,y,z dans E sont tels que xRy et yRz, on a alors
TRz.

Définition 1.9. Un ensemble E muni d’une relation d’ordre est dit or-
donné.

Définition 1.10. Si R est une relation d’ordre sur E telle que deuz élé-
ments quelconques de E sont comparables, c’est-a-dire que pour tous x,y
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dans E, on a xRy ou yRx, on dit alors que ’ensemble E est totalement
ordonné ou que R est une relation d’ordre total sur E.

Exemples 1.1

1. Les ensembles N, Z, Q et R sont totalement ordonnés par la relation < .

2. La relation de divisibilité est une relation d’ordre total sur N* = N\ {0}, mais
ce n'est pas une relation d’ordre sur Z* =7\ {0} .

3. La relation d’inclusion C est une relation d’ordre sur 'ensemble P (E) des
parties de E.

Définition 1.11. On dit que R est une relation d’équivalence sur E, si elle
vérifie les propriétés suivantes :

— réflexivité : pour tout x € E, on a xRy ;

— symétrie : si x,y dans E sont tels que xRy, on a alors yRzx ;

— transitivité : si x,y,z dans E sont tels que xRy et yRz, on a alors
TRz.

Exemple 1.3 Soient E, F deux ensembles et ¢ une application de E dans F. La
relation R définie sur E par xRy si, et seulement si, on a ¢ (x) = ¢ (y) est une
relation d’équivalence. Pour F' = E et ¢ = Id, on a la relation d’égalité.

Si R est une relation d’équivalence sur F, on note pour tout z € E :
T={y €L |aRy}

un tel ensemble est non vide car il contient x (propriété de symétrie) et on dit que
c’est la classe d’équivalence de x. L’ensemble de toutes ces classes d’équivalence
est appelé I'ensemble quotient de E par R et noté E/R.

Il est facile de vérifier que I'application :

m: E — E/R
T T
est surjective. On dit que c’est la surjection canonique de E sur E/R.
Théoréme 1.8.
Si R est une relation d’équivalence sur E, ses classes d’équivalence

forment alors une partition de E, c’est-a-dire que E = U C.
CEeE/R

Preuve. Toute classe d’équivalence est dans E, donc U CCFettoutr ekl
CEE/R
appartient a C' =7, donc E C U C' et on a I’égalité. Soient C' et C’ deux clases
CeE/R
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d’équivalence distinctes. Si C N C" # (, il existe alors x € C N C" avec C =7 et

C’" = Z pour deux éléments y et z de E, ce qui implique que 2Ry et xRz et donc

que yRz par symétrie et transitivité, mais cela implique que C = C”, ce qui n’est

pas. En conclusion, on a la partition £ = U C. (]
CEE/R

1.10 Exercices

Ezercice 1.1. Montrer que les assertions P — Q et PV Q sont équiva-
lentes, ainsi que les assertions P — @ et P A Q.

Solution. Ces deux assertions ont méme table de vérité.

' PlQ|P|[PVQ|P—Q| |P|Q|PANQ|P—Q|

53] eS| IS IS
53] es| IS IS
| | <
| | <

o < =<

<<= <

= ===
<[ ===

o <[=| <

Ezxercice 1.2. Montrer que les assertions P <+ P, (PANQ) — P, P —
(PVQ),PV(P—=Q),P—(Q—P)et((P—Q)—P)— P sont des
tautologies (i. e. toujours vraies).

Solution. Pour P + P, (PAQ) — P, P — (PV @), c’est évident et pour les
autres, on utilise la table de vérité :

| P]|Q|P-Q|Q—-P|[PVP—-Q |P—-Q—=P)|(P—Q —P)—P|

N
Vv
V
%4
Vv

SIS
SEEE
<< <<
< <<=

o <= <
<| <=l <

Ezxercice 1.3. Simplifier Uezpression R= (PAQ)V (PAQ)V(PAQ).

Solution. En utilisant les tables de vérité, on a :

| Pl|Q|PAQ|PAQ| (PAQ)V(PAQ) | PAQ| R |

o e <<

o < <
| < |
<= ==
< <| ==
| | | <
= S= =




Exercices 19

Donc R a la méme table de vérité que P — @, ce qui signifie que R est équivalent
aP— Q.

Exercice 1.4. On dit qu’une théorie est non contradictoire si P A P est
fauz pour toute proposition P. Montrer que si dans une théorie une propriété
P est contradictoire, ¢’est-a-dire si P AP est vraie, alors Q A Q est vraie
pour toute propriété Q.

Solution. Nous allons montrer que s'il existe un énoncé contradictoire P, alors
tout énoncé () est vrai, donc @ aussi et Q) A Q) est vraie. On vérifie tout d’abord
que R = P — (P — @) est une tautologie avec la table de vérité :

(PlQ[P[P=Q[P—>(P—>Q)]
VIV]F vV Vv
VIF|F F 1%
FlV]V Vv vV
FlF|V vV vV

Comme R et P sont vraies, P — @ est vraie et Q est vraie puisque P est vraie.

In (2)
In (3)

Exercice 1.5. En raisonnant par Uabsurde, montrer que /2 et

sont irrationnels.

Solution. Supposons que /2 = P avec p, q entiers naturels non nuls premiers
q

entre eux. On a alors p? = 2¢? qui entraine que p est pair, soit p = 2p’ et ¢ = 2p’?
entraine ¢ pair, ce qui contredit p et ¢ premiers entre eux. Supposons que 'on

In2) p . .
n(3) = = avec p, q entiers naturels non nuls premiers entre eux. On a alors
n q

In (29) = In(3P) et 2P = 37, ce qui est impossible puisque 2P est un entier pair et
37 est un entier impair.

Ezxercice 1.6. Soit n un entier naturel non carré, c’est-a-dire ne s’écri-
vant pas sous la forme n = p? avec p entier. En raisonnant par l’absurde
et en utilisant le théoréme de Bézout, montrer que \/n est irrationnel.

Solution. Sin est non carré, on a alors n > 2. Supposons que \/n = P avec p, q

premiers entre eux dans N*. Le théoreme de Bézout nous dit qu’il existe un couple
(u,v) d’entiers relatifs tels que up +vg = 1. On a alors :

1= (up+ vq)2 = u?p? + 2uvpq + v ¢
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avec u?p? = u?ng?. L’égalité précédente s’écrit alors gr = 1 avec r = u?ng-+2uvp+
v?q dans Z, ce qui implique que ¢ = 1 et \/n = p, en contradiction avec n non
carré.

n NN"  m+1)"
Exercice 1.7. Montrer que P, = H <1 + —) = ———— pour tout
Pt k n!

n € N*,

Solution. Il revient au méme de calculer S,, =1In(P,). On a :

n k n
S, =In (H (’“‘k“> ) =3 (kn(k+1) — kIn (k)

k=1 k=1
=> kln(k+1)=Y kln(k)
k=1 k=1

et le changement d’indice j = k + 1 dans la premiére somme donne :

n+1 n+1 n+1 n

S, =Y (G—1Dn(j Zkln = jln(j) Zln — Y kn(k)
Jj=2 =2 k=1
n+1 n+1 n+1

|
o
=}
—
o~
~

Zkln =n+1)nn+1) Zln

(on a utilisé le fait que 'indice est muet dans une somme). On a donc en définitive :

b
[|
v
b
[|
v

n+1

Sp=In(P,) =In ((n +1) n+1) Zln

~mn((n+1)"") ~1m (H k) n ()" = (nl) = n <(”+nl')n+l>

(n+ 1"

et P, = '
n!

Ezxercice 1.8. Montrer que si ¢ est une fonction strictement croissante
de N dans N, on a alors ¢ (n) > n pour tout n.

Solution. Comme ¢ est une fonction de N dans N, ¢ (0) est un entier naturel
et donc ¢ (0) > 0. Supposant le résultat acquis pour n > 0, sachant que ¢ est
strictement croissante, on a ¢ (n+1) > ¢ (n) > n, donc ¢ (n+1) > n, ce qui
équivaut & ¢ (n + 1) > n+ 1 puisque ¢ (n + 1) est un entier.
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Exercice 1.9. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non
nul n, on a :

U, —Zk— v, = ZkQ 71—1—1)6(2n—|—1)7

W, Zk?’ < ”H)) — U2

J

Solution. Pour n = 1 c’est clair. En supposant les résultats acquis pour n > 1,
on a :

Un+1:w+n+1:n2+;n+2:(n+1)2(n_|_2)
VnH:n(n+1)6(2n+1)+(n+1)2: (n+1)(2n62+7n+6)
_(n+1)(n+2)(2n+3)
6
Wn+1=(@) +(n+1)3:<w>

OnaaussiU, =142+ --+(n—1)+n=n+(n — 1)+---+2+1 et en additionnant
terme & terme on obtient 2U,, = n (n + 1). Le calcul de U,, peut aussi se faire en
passant par V11 et en utilisant I'identité (k + 1)2 = k2 + 2k + 1. Précisément, en
effectuant le changement d’indice k= j+ 1, on a :

n+1

Vo1 = Zl-{" > G+1)? Z] +223+21
7=0

soit Viy1 =V, +2U, +n+1et:
2, =Vop1 = Vo—(n+1)=(n+1)° - (n+1)=n(n+1)

n(n+1)

ce qui donne bien U,, = . De méme, le calcul de V,, peut aussi se faire en

passant par Wi, 1 et en utilisant identité (k 4 1) = k3+3k2+3k+1. Précisément,
en effectuant le changement d’indice k = j + 1, on a :

n+1

Wit = Zk?’ Z]+1 Z] +3Z] +32]+Zl
7=0

soit Wy =W, +3V,, +3U,+n+1et:

1
3Vn:Wn+1anf3Un—(n+1):(n+1)3f3@
n(n+1)(2n+1)

2

—(n+1)
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1)(2 1
ce qui donne bien V, :n(n+ )6( n+ )

e Y

Exercice 1.10. Montrer que pour tout entier naturel n et tous nombres

n
complezes a etb on a b1 —a" Tt = (b — a) Zakbn_k. En particulier, pour
k=0
“\ . atli-1
a#Zletb=1, ona a® = ——
7 szo a—1

L J

Solution. Pour n = 0, c’est évident. En supposant le résultat acquis au rang
n>0,ona:

bn+2 _ an+2 _ (bn+1 _ an+1) b+ ban+1 _ an+2
=(b-a) Z a"bn TR (b — a) o™t
k=0
=(b—a) " +ab" + - +a""'b* +a"b) + (b—a)a" !

n+1

=(b-a) Z aFprti=k
k=0

Le résultat est donc vrai pour tout n > 0.

s N

Exercice 1.11. Montrer que pour tout entier naturel n et tous nombres

n !
complexes a et b on a (a+b)" = %(Z)a”kbk, ot (Z) = m
pour k compris entre 0 et n avec la convention 0! = 1 (formule du bindme
de Newton,).

\ J

Solution. Pour n = 0 et n = 1, ¢’est évident. En supposant le résultat acquis au
rangn > 1,on a:

(4 b = (0 8)" (0 + b) = (Z () an_kbk> (a+b)
:zn: n qn—(k=Dpk 4 — (n qn—kpk+1
k k
k=0
() n n+1 n
= n—(k—1)pk n—(k—1) 72k
O<k)a b +;<k—l>a b

:a7L+1+ ((’I’L) +( n )>a7L+1—kbk+b'n+1
Pt k E—1
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et tenant compte de " + "
P k)T \k—1

n+1 i: ( ) n+l—kbk

k=0

1
(n ;: ) (triangle de Pascal), cela s’écrit :

Le résultat est donc vrai pour tout n > 0.

Exercice 1.12. Montrer par récurrence, que pour tout entier naturel non
nul n et tout nombre complexe \ différent de 1, on a :

n+1 1— n
ka A T A o
(A=1)

\ J

Solution. Pour n =1, c¢’est clair. Si ¢’est vrai pour n > 1, alors :

jlass >\ n+1 1— "

ZkA’“ DA 5+ (n+ 1) At
(A-1
A"H 1—\" A—1 (A—1)
=n + A AT
AL T (-1 A-1 (A -1
nAnt2 A (n+ 1) An+2 A
= + L+ A" (N —2)) = 1 — Ant!
A—1 (/\_1)2( ( ) A—1 ()\_1)2( )
Ezercice 1 13. Soit xq,--- mn des réels dans [0,1]. Montrer par récur-
rence que H (I—zp)>1-— Zxk
Solution. Notons u,, = H (I—ap)etv, =1— Zxk Pourn =1, 0onau; =v;.
k=1 k=1

Supposant le résultat acquis au rang n > 1 et tenant compte de 1 — x,,41 > 0, on
a:

Ung1 = Up (I — Zry1) (1 - Zm) (1 —2pq1)
n+1

>1- sz — Tpy1 + zn+1zxk >1- Zxk = Up41

puisque tous les x; sont positifs.
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Ezxercice 1.14. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note
n
1
H, = Z%.
k=1

a
1. Soit p un entier naturel non nul. Montrer que Hy, =

1
S A — = o
pt oy oY

2
a,b sont des entiers naturels avec a non nul.

2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul H, est le
quotient d’un entier impair par un entier pair et qu’en conséquence ce

n’est pas un entier.

Solution.

ﬁ—'_

LN St | 1 N
1. Onang:Z Z H,+ — avec D = ppcm (1,3,--- ,2p— 1)
k=

- = _|_
P
Pt 02k +1 2 D
qui est impair et N entier naturel non nul.

3
2. Ona Hy = 3 ¢ N. Supposons le résultat acquis au rang n > 2. Sin = 2p, on a
alors :
1 2 1 1 2 1) (2 1 20 24 +1
Hyor = H, + _ 20+ n :(a+)(p+)—|— _ 24+
2p+1 2b 2p+1 2b(2p+1) 2
avec ' =a+b+p+2apetd =b(2p+1). Sin=2p+ 1, on a alors :
c 1
Hpt1 = Haypi1) = S §Hp+1
o +12a+1_4bc—|—(2d—|—1)(2a—|—1)_2a’—|—1
S 2d4+1 2 26 4b(2d + 1) 2
avec @' = a + d + 2ad + 2bc et b/ = 2b(2d + 1) . Dans tous les cas, H,, est le
quotient d’un entier impair par un entier pair et en conséquence, ce n’est pas
un entier.
Ezxercice 1.15. Simplifier les expressions suivantes, ou A et B sont des
sous-ensembles d’un ensemble E :
1. C=(AnB)U(ANB)U(ANB), C.
2.D=ANBN(ANB)U(ANB)N(ANB)
Solution.

1. Avec la distributivité de N sur U, on a :

A=ANE=AN(BUB)=(AnB)U(ANB)
(on a mis A en facteur) et avec la distributivité de U sur N, on a :

C=AU(ANB)=(AUA)N(AUB)=EN(AUB)=AUB
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C=ANB.
2. En posant :
X=AnB,Y=XN(ANB), Z=YU(ANB), T=ZN(ANB)
ona:
D=T=2U(AUB) =YU(ANB)U(AUB) = XU(AUB)U(AN B)U(AU B)

avec (AUE) U (ZUE) = F,donc D = F.

Exercice 1.16. Soient Ay,---, A, des ensembles deux o deux distincts.
Montrer que l'un de ces ensembles ne contient aucun des autres.

Solution. On raisonne par I’absurde, c’est-a-dire qu’on suppose que chacun des
ensembles Ay, contient un ensemble A; différent de Aj. Donc A; contient un en-
semble Aj # A, soit Aj; G Ay, Aj contient un ensemble A;, # Aj, soit
Aj, g Aj,, et on peut continuer indéfiniment, ce qui est impossible puisque la
famille d’ensembles est finie.

Ezxercice 1.17. Que dire de 2 ensembles A, B tels que ANB=AUB ¥

Solution. On a toujours AN B C AUB. Side plus AUB C AN B, on a alors :
ACAUBCANBCBetBCAUBCANBCA

ce qui donne A = B.

Exercice 1.18. Soient A, B,C trois ensembles. Montrer que :

(AUB)N(BUC)N(CUA) = (ANB)U(BNC)U(CNA)

Solution. Ona (AUB)N(BUC)=BU(ANC) et en notant D = (AU B) N
(BUC)N(CUA),ona:

D=((BNC)UANB)U(CNA) =(ANB)UBNC)U(CNA)

Ou alors on part de x € D et on montre que z € E = (ANB)U(BNC)U(CNA),
puis partant de x € F, on montre que = € D.

Ezxercice 1.19. Soient E un ensemble et une application f : P (E) — R
telle que pour toutes parties disjointes de E on ait :

f(AUB) = f(A)+f(B)
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Montrer que f (0) =0, puis que pour toutes parties A, B de E, on a :
f(AUB)+ f(ANB) = f(A)+ f(B)

Pour E fini, la fonction f qui associe a une partie A de E son cardinal
(c’est-d-dire le nombre de ses éléments) vérifie l’équation fonctionnelle de
cet exercice.

\ J

Solution. Ona f(0)=f(OuUd) = f(0) + f (D) dans R, donc f (§) = 0. Avec les
partitions AUB =AU (B\ A) et B =( JU(B\A),ona:

et par soustraction f (A

Ezxercice 1.20. Montrer qu’une application f strictement monotone de
R dans R est injective.

Solution. Supposons que f soit strictement croissante (au besoin on remplace f
par —f). Si x # y, on a nécessairement x > y ou y > x et donc f (x) > f(y) ou

f(x) < f(y),soit f(x)# f(y) dans tous les cas.

Ezxercice 1.21. Soit m un entier naturel. Montrer que s’il existe un entier
naturel n et une injection ¢ de E, = {1,--- ,n} dans E,, = {1,--- ;m},
on a alors nécessairement n < m.

Solution. On procéde par récurrence sur m > 0. Si m = 0, on a alors E,, = 0 et
E, =0 (en effet, si E,, # (), 'ensemble f (F,) est alors non vide et contenu dans
Pensemble vide, ce qui est impossible), donc n = 0. Supposons le résultat acquis
pour m > 0. Soit ¢ une injection de F,, dans F,,11.Sin =0, on a bien n < m+1.
Sin > 1, on distingue alors deux cas de figure :

— soit ¢ (n) = m + 1 et dans ce cas ¢ induit une bijection de E,,_; dans E,,
(la restriction de ¢ & E,,—1) et n — 1 < m, soit n <m+ 1;

— soit ¢ (n) # m+ 1 et dans ce cas, en désignant par 1) 'application de E,, 11
dans lui méme définie par ¢ (¢ (n)) =m+1, Y (m+1)=¢(n) et (k) =k
pour k € Epi1\{¢(n),m+ 1}, Papplication v o ¢ est injective de E,, dans
E,.+1 (composée de deux injections puisque ¢ est injective et 1 bijective)
avec 1 o o (n) = m + 1, ce qui nous ramene au cas précédent.

Ezxercice 1.22. Soient n,m deux entiers naturels. Montrer que s’il existe
une bijection ¢ de E, = {1,--- ,n} sur E,, = {1,--- ,m}, on a alors
nécessairement n = m.
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Solution. On a n < m puisque ¢ est une injection de F,, dans E,, et m < n
puisque ¢! est une injection de E,, dans E,, ce qui donne n = m.

Ezxercice 1.23. Soient E, F deur ensembles et f une bijection de E sur
F. Montrer que si g [resp. h] est une application de F sur E telle que
go f =1Idg [resp. foh = Idp], alors g [resp. h] est bijective et g = f~1
[resp. h = f~1].

Solution. Résultede g = (go f)of ' =Idgoft=f"leth=f"lo(foh)=
Floldp = f~1.

Ezxercice 1.24. Soient E,F,G des ensembles, f une application de E
dans F' et g une application de F' dans G. Montrer que :

1. si go f est injective, alors f est injective ;
2. st go [ est surjective, alors g est surjective ;
3. sigo [ est surjective et g injective, alors [ est surjective ;

4. Si go [ est injective et f surjective, alors g est injective.

\ J

Solution.

1. Siz,2’ dans E sont tels que f (z) = f (2'), alors go f (x) =go f (2') et x =2’
puisque g o f est injective. L’application f est donc injective.

2. Pour tout z dans G, il existe x dans E tel que z = g o f (x) puisque g o f est
surjective et en notant y = f (), onay € F et z =g (y), ce qui prouve que g
est surjective.

3. Soit y € F. Comme g o f est surjective, il existe x € F tel que z = g(y) =
(go f)(x)=g(f(x)) et y= f(x) si on suppose de plus que g est injective. En
conséquence, f est surjective.

4. Soient y,y’ dans F tels que g (y) = ¢g(y'). Comme f est surjective, il existe
x,2’ dans E tels que y = f (x) et y = f(a’), ce qui donne go f (z) = go f (')
et x = 2’ puisque g o f est injective, donc y = v/.

Exercice 1.25. Soient m un entier naturel non nul et E un ensemble

non vide. Montrer que s’il existe une surjection ¢ de Ep, = {1,--- ,m} sur
E, on peut alors construire une injection de E dans E,,. Pour E = E,, =
{1,--- ,n}, on a alors nécessairement n < m.

Solution. Comme ¢ est surjective de E,, sur E, on a ¢! {x} # ) pour tout
r € FE et chacun de ces sous-ensembles de FE,, a un plus petit élément j, =
ming~t{z} € E,,, ce qui permet de définir 'application 1 de E dans E,, par
Y (x) = jz. On a alors g o ¥ (x) = ¢ (j.) = = pour tout € E, c’est-a-dire que
po1 = Idg et application v est injective.
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Ezxercice 1.26. Soient E un ensemble et f une application de E dans E.
Montrer que [ est injective si, et seulement si, f (ANB) = f(A)N f(B)
pour toutes partie A et B de E.

Solution. On a toujours f (AN B) C f(A)N f(B) pour toutes partie A et B de
E, que f soit injective ou pas. En effet un élément y de f (AN B) s’écrit y = f (x)
avec ¢ € AN B et doncy € f(A)N f(B). Réciproquement si y € f(A)N f(B),
il existe x € A et 2/ € B tels que y = f(x) = f(2') et dans le cas ou f est
injective, on a nécessairement x = 2’ € AN B, donc y € f (AN B). On a donc
f(ANB) = f(A) N f(B) pour toutes partie A et B de E, si f est injective.
Réciproquement supposons que f (AN B) = f(A)N f(B) pour toutes partie A et
B de E. Si f n’est pas injective, il existe = # z’ dans F tels que f (z) = f (2/) et :

0=50)=f{z}n{ah) = (=)0 f{a}) =f{z}) = {f(2)}

ce qui est impossible. Donc f est injective.

Ezercice 1.27. Soient E un ensemble et [ une application de E dans E.
Montrer que f est bijective si, et seulement si, f (A) = f(A) pour toute
partie A de E.

Solution. Supposons f bijective. Un élément y de E est dans f (Z) si, et seule-
ment si, il s’écrit y = f (z) ol = est uniquement déterminé dans A, ce qui implique
y & f(A) (sinony = f(z') = f(x) avec 2’ € Aet x = 2’ € A, ce qui contre-
dit z € A). On a donc f (A) C f(A). Siy ¢ f(A), il sbcrit y = f(2) (f est
bijective) et z ¢ A, donc y € f (A).On a donc fA)cf (A) et f(A4) = f(A).

pour toute partie A de E. En particulier, on a

Supposons que f (Z) = f(4)
J(B)=f(0)=T@) =0=E

quant que 2z’ € {2}, on a f (z') Ef(@) ={f(z)} et f(x)# f(2'). Donc f est

injective.

et f est surjective. Si x # 2’ dans F, en remar-

Ezxercice 1.28. Soient E, F,G, H des ensembles, f une application de E
dans F, g une application de F dans G et h une application de G dans H.
Montrer que si go f et hog sont bijectives, alors f,g et h sont bijectives.

Solution. Si go f est bijective, elle est alors surjective et il en est de méme de
g (exercice 1.24). Si h o g est bijective, elle est alors injective et il en est de méme
de g (exercice 1.24). Donc g est bijective. Il en résulte que f = g~ Lo (go f) et
h = (hog)og ! sont bijectives comme composées.

Exercice 1.29. On désigne par f lapplication définie sur N> = N x N
par f (n,m) = 2"3™. Montrer que f est injective. Il résulte que N? est en
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bijection avec le sous ensemble f (NQ) de N. Ce résultat se traduit en disant
que N? est dénombrable.

Solution. L’égalité f (n,m) = f (n/,m’) avec (n,m) et (n’,m’) dans N? équivaut
a 2n3m = 27'3m" et I'unicité de la décomposition en facteurs premiers d’un entier
naturel non nul nous dit que (n,m) = (n/,m’). L’application f est donc injective
de N? dans N et bijective de N? dans f (NZ) CN.

Ezxercice 1.30. Soient E un ensemble et A une partie de E. On définit
une relation R sur P (E) par :

(XRY) & (XUA=Y UA)

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Donner la classe d’équivalence de X € P(E).

Solution.

1. La relation est clairement réflexive, symétrique, transitive.

2. Soit X e P(E).ona:
(YeX)e (XUA=YUA)

Pourtout z € Y\ A,onaz e YUA=XUAavecx ¢ A, donc x € X\ A. De
méme on montre que si x € X \ A alors x € Y\ A. Ainsi Y\ A = X \ A. De
plusY = (Y\A)U(Y NA)donc Y = (X\A)UB avec B € P (A). Inversement
soit Y =(X\A)UB avec Be P(A).Ona:

YUA=(X\AUA=XUA

Ainsi X = {(X\ A)UB | B e P(A)}.

Ezercice 1.31. Soient (X,<) et (Y,<) deuzr ensembles ordonnés (on
note abusiwement les deux ordres de la méme maniére). On définit sur X XY
la relation R par :

() R, y) e (<) ou (z=2"ety<y)

Montrer que R est une relation d’ordre et qu’il est total si, et seulement si,
X etY sont totalement ordonnés.

Solution. R est clairement réflexive, antisymétrique et transitive. Pour I'ordre
total, considérons deux couples (z,y) et (2’,y’) . Comme X et Y sont d’ordre total,
il y a plusieurs cas :

— six < a’, alors (z,y) R (2/,vy);
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— sixz > a'; alors (2,4 )R (z,y) ;

—siz=a"ety <y, alors (z,y) R (2',y);
—siz=a"ety >y, alors (2/,y) R (z,y);
"y) = (x,y) (et donc (z,y)R (z',y’) et

—sixz = 2 et y =y, alors (x

(@, y") R (x,9))-
Tous les couples étant comparables on a une relation d’ordre total. Réciproque-

ment, on vérifie que si R est total, il en est alors de méme des ordres sur X et
Y.



Chapitre 2

Structure de groupe

2.1 Loi de composition interne

Définition 2.1. On appelle loi de composition interne sur un ensemble non
vide G toute application ¢ définie sur G x G et a valeurs dans G.

Si ¢ est loi de composition interne sur G, on notera souvent a x b = ¢ (a,b)
pour tous a, b dans G. Il sera parfois commode de noter une telle loi sous la forme
additive (a,b) — a + b ou sous la forme multiplicative (a,b) + a - b ou plus
simplement (a,b) — ab. On note (G, x) ’ensemble G muni de la loi de composition
interne x.

Exemples 2.1

1. L’addition et la multiplication usuelles sont des lois de composition interne sur
N, Z, Q, R et C.

2. Si E est un ensemble non vide et P (E) Uensemble de toutes les parties de E,
les applications :

(A,B) — ANB, (A,B)— AUB, (A,B)—~ AAB=(AUB)\ (AN B)

sont des lois de composition interne sur P (E).

3. Si E est un ensemble non vide et F (E) l’ensemble de toutes les applications
de E dans E, alors Uapplication de composition (f,g) — f o g est une loi de
composition interne sur F (E).

Définition 2.2. Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition
interne (a,b) — a*b. On dit que :

1. cette loi est associative si (a*b)xc = ax (bxc) pour tous a,b,c dans G ;
2. cette loi est commutative si a*b = b*a pour tous a,b dans G ;

3. e est un élément neutre pour cette loi si axe = exa = a pour tout a € G ;
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4. un élément a de G est dit régulier (ou simplifiable) si :

axb=axc=b=c
bxa=cxa=b=c

Y (b,c) € G?, {

Dire qu'un élément a € G est régulier & gauche [resp. a droite] signifie que
Papplication g — ax g [resp. g — g * a] est injective.

Si % est une loi de composition interne associative sur GG, on écrira axb* ¢ pour
(a*b) x c ou ax (bxc). De maniére plus générale, toujours dans le cas d'une loi

associative, on peut effectuer les opérations a; x az x --- * a,, ol les a; sont des
n

éléments de G, ce que l'on notera Haj dans le cas d’une loi multiplicative ou

j=1
n

Zaj dans le cas d’une loi additive. Ce produit (ou cette somme) est donc défini
j=1

n—1 n n—1
par a; € G et supposant Haj construit pour n > 2, on a Haj = Haj * Qy,, le
j=1 =1 =1
parenthésage étant sans importance du fait de I’associativité.
n n
Pour n = 0, il sera commode de noter Haj =1 (ou Zaj = 0 dans le cas
=1 =1

d’une loi additive), ot 1 [resp. 0 pour une loi additive| est 1’élément neutre.

Dans le cas ou tous les a; sont égaux a un méme élément a, ce produit est noté
a™ et on dit que c’est la puissance n-ieme de a. On retiendra que ces éléments
de G sont donc définis par la relation de récurrence a’ = 1 et a"t! = a™ % a
pour tout n € N. Dans le cas ou la loi est notée additivement, on note plutét
na au lieu de a”. On vérifie facilement que a” x a™ = a™ x a”™ = a™™™ [resp.
(na)+ (ma) = (ma)+ (na) = (n +m) a pour une loi additive] pour tous n,m dans
N* (voir le théoréeme 2.9).

Exemples 2.2

1. Les opérations usuelles d’addition et de multiplication sont commutatives et
associatives sur G =N, Z, Q, R ou C. 0 est un élément neutre pour l'addition
et 1 est un élément neutre pour la multiplication pour chacun de ces ensembles.
Tous les éléments de G sont simplifiables pour l'addition et tous les éléments
de G* = G\ {0} sont simplifiables pour la multiplication.

2. Si E est un ensemble non vide, les opérations N et U sont commutatives et
associatives sur P (E). L’ensemble vide () est un élément neutre pour U et E
est un élément neutre pour l’intersection M.

3. Si E est un ensemble non vide la composition des applications est associative et
non commutative dans F (E). L’identité est un élément neutre pour cette loi.

Théoréme 2.1.

Soit (G,*) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne.
Si G admet un élément neutre, alors ce dernier est unique.
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Preuve. Soient e, e’ deux éléments neutres. On a alors e = e x ¢/ puisque €’ est
neutre et ¢/ = e x ¢’ puisque e est neutre, ce qui implique e = ¢’. O

Définition 2.3. Soit (G,*) un ensemble non vide muni d’une loi de com-
position interne et admettant un élément neutre e. On dit qu’un élément a
de G est inversible s’il existe un élément a' dans G tel que axa’ = a’' *xa = e.
On dit alors que ' est un inverse (ou un symétrique) de a dans G.

Théoréme 2.2.

Soit (G,*) un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne
associative et admettant un élément neutre e. Si a € G admet un inverse
dans G, alors ce dernier est unique.

Preuve. Supposons que a € G admette deux inverses o’ et a”. On a alors :
axaxa’ = (axa)xad" =exad" =ad"

puisque la loi est associative et a’ est inverse de a et :
axaxd"=d x(axd")=d xe=ad

puisque a” est inverse de a, ce qui implique a’ = a”. O

Pour une loi non associative, I'unicité du symétrique n’est pas assurée. Par
exemple dans 'ensemble G = {0, —1, 1} muni de la loi définie par la table :

* 0 -1 1|1
0 0 |—-11]1
-1 -110 |0
1 1 0 [0

0 est neutre et 1«1 =1%(—1) =0.

En cas d’existence, on notera a~* un inverse de a dans (G,*), la loi x étant
associative. Dans le cas d’une loi de composition interne notée de fagon additive,
on notera plutot —a un inverse de a et on 'appellera opposé.

1

Exemples 2.3

1. Dans (N,+) seul 0 a un opposé et dans (N,-) seul 1 a un inverse.

2. Dans (Z,+) tout élément admet un opposé et dans (Z,-) les seuls éléments
inversibles sont 1 et —1.
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2.2 Groupes

Définition 2.4. Un groupe est un ensemble non vide G muni d’une loi de
composition interne x possédant les propriétés suivantes :

— la loi * est associative ;
— il existe un élément neutre e pour la loi x ;
— tout élément de G admet un symétrique.

Si de plus la loi x est commutative, on dit que le groupe G est commutatif
ou abélien.

En général, s’il n’y pas de confusion possible, on dira tout simplement que G
est un groupe et on notera ab ou a + b le résultat de I'opération a x b. Pour un
groupe multiplicatif (G,-), on notera 1 I'’élément neutre, a~! le symétrique d'un
élément a de G et pour un groupe additif (G,+), on notera 0 1’élément neutre,
—a le symétrique qu’on appelle opposé.

Exemples 2.4

1. Les ensembles Z, Q, R et C munis de l’addition usuelle sont des groupes abé-
liens.

2. L’ensemble N muni de l’addition usuelle n’est pas un groupe du fait qu’un élé-
ment non nul de N n’a pas d’opposé dans N (I’équation a + x = 0 avec a # 0
dans N n’a pas de solution dans N).

3. Les ensembles Q*, R* et C* munis de la multiplication usuelle sont des groupes
abéliens.

4. L’ensemble Z* muni de la multiplication usuelle n’est pas un groupe du fait
qu’un élément de Z\{—1,0,1} n’a pas d’inverse dans Z (I’équation ax =1 avec
a € Z\{-1,0,1} n'a pas de solution dans 7).

5. St E est un ensemble non vide, 'ensemble P (E) est alors un groupe pour
Vopération de différence symétrique : (A,B)— AAB=(AUB)\ (ANB).

6. Si E est un ensemble non vide, ’ensemble des bijections de E dans lui méme
muni de la composition des applications est un groupe (en général non abélien,).
Ce groupe est le groupe des permutations de E, il est noté S (E) ou & (E).

n
7. Si Hy,--- ,H, sont des groupes multiplicatifs, alors le produit direct ]:[H;€
k=1
muni de la loi (a1, -+ ,an), (b1, -+ ,bn)) = (a1b1, -+ ,anby) est un groupe et
ce groupe est commutatif si, et seulement si, tous les H; le sont.

Théoréme 2.3.

Dans un groupe (G, *) tout élément est simplifiable.

1 1

Preuve. Soient a,b,c dans G. Si axb = axc, on a alors a™
soit b=c. De méme si bxa = cxa, alors bxa*a~"

*axb=a""*axc,
=craxa ', soitb=c O
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